HKBL TD 7 : Analyse réelle 2024-2025

* *
Exercice 1 Voir correction —

Résoudre le systeme suivant :

r+y = 3
In(z) +In(y) = 0
*
Exercice 2 Voir correction —

On considére la fonction f : x — xe™* définie sur [0, +oo].
1) Etudier les variations de f sur [0, +o0]
2) Déterminer la limite de f(x) lorsque z tend vers +oo

3) Calculer I’équation de la tangente & la courbe de f en x =0 et en z =1

On rappelle que lorsque f est une fonction dérivable, I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse
a est

y=f'(a)(z —a)+ f(a)
4) Représenter la courbe représentative de f dans un repére, en faisant apparaitre les tangentes aux points d’abscisse
0et 1.

*
Exercice 3 Voir correction —

Déterminer 'ensemble de définition des fonctions suivantes :

3r+1 1
1 R 3 i e —
) fra %% 5 ) fra =T
22 —3x+2
2) f.xr—>ln( z+7 > 4) f: 2+ tan(exp(z?))
*
Exercice 4 Voir correction —

Pour chacune des fonctions suivantes
e Déterminer I’ensemble de définition
o Etudier les limites aux bornes de 'ensemble de définition et préciser les équations des asymptotes éventuelles.

o Etudier les variations

1) filx)=(x+2)e™* 4) fi(z) =In(2 + sinx)
2) fo(x) =In(z +1) — 22 5) f5(x) = In(cos? x)
3) f3(z)=+Ver—1—x 6) fo(zr) =+tanzx
*
Exercice 5 Voir correction —

Etudier Pexistence d’asymptotes horizontales pour les fonctions suivantes :

e’ +2x 2?2+ +e*

Inz + 22 (In x)loo
2) fol2) = T — 5) fSZT

?+z+1 1+ +ve*

_ 6 —
3) fa(@) 1-3z ) fo 1+eve
*
Exercice 6 Voir correction —

Soit 0 < a < b deux réels fixés. On considere la fonction f définie pour tout x € R par

flzx)=vVz+b—+vzr+a
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b—a
N vr+a+vVr+b

2) En déduire la limite de f(z) lorsque x tend vers +oc.

1) Montrer que f(z)

* k

Exercice 7

Soit n,m € N* deux entiers et soit f la fonction définie par

" =1
vz €]1, , =
v el bool, fla)= 22
. " — "= 1
1) Montrer que lim =n et lim =m
rx—1 1 — x—1 I —
2) En déduire la limite de f(z) lorsque x tend vers 1.
*
Exercice 8
Soit f la fonction définie sur [0, 1] par
e—8;c
Vo € [0,1], =
peIL fx) =

Dresser le tableau de variations complet (avec limites) de la fonction f.
Représenter la courbe représentative de f dans un repere.

* X

Exercice 9

Soit f la fonction définie par :
fR—R

e /7 iz >0
IH%{ 0 siz<0

1) Montrer que f est continue sur R

2) Etudier les asymptotes de f et représenter sa courbe représentative dans un repére.

* *

Exercice 10

1
On consideére la fonction f : z —— xsin ()
T

1) Déterminer le domaine de définition de f
2) Montrer que f peut se prolonger par continuité en une fonction ]?continue sur R.

* x

Exercice 11
Soit f la fonction définie par :

f:R\{1} —R
z  —(z—1In(z-1))

Montrer que f peut se prolonger par continuité en une fonction fcontinue sur R.

*

Exercice 12

On consideére la fonction f:z+—— x+Inx
1) Montrer qu’il existe un unique réel a €]0, +-o00 tel que f(a) = 0.

2) Donner un encadrement d’amplitude 1 de «

Voir correction —

Voir correction —

Voir correction —

Voir correction —

Voir correction —

Voir correction —
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BY NC

2/20



HKBL TD 7 : Analyse réelle 2024-2025

*
Exercice 13 Voir correction —
1) f est la fonction définie sur [0; +o0[ par :
flz) =ze® -1

a) Déterminer la limite de la fonction f en +oo et étudier ses variations.
b) Démontrer que I’équation f(x) = 0 admet une unique solution a dans l'intervalle [0; +o00]

c¢) Déterminer le signe de f(x) suivant la valeur de z

2) g est la fonction définie sur [0; +oo[ par :
g(x) = (z —1)(e" —1)
a) Déterminer la limite de la fonction g en +o00 et étudier le sens de variation de g
(o —1)°
b) Montrer que g(«) = R

*
Exercice 14 Voir correction —

Soit f : [0,1] — [0, 1] une fonction continue. Montrer que f admet un point fixe, c’est & dire qu’il existe un réel € [0, 1]
tel que f(z) = x.

*
Exercice 15 Voir correction —

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =

1422
1
1) Montrer que I'équation f(z) = 3 admet exactement deux solutions dans R. On note z; et x2 ces solutions.

2) Montrer que x1 = —z3 et que |z1| < 1.

*
Exercice 16 Voir correction —

Soit k € R. Déterminer en fonction de la valeur de k le nombre de solutions de I’équation 2% — 23 = k.

*x *
Exercice 17 Voir correction —

Montrer que 1’équation cos(z) = e~*" admet une infinité de solutions.

* *
Exercice 18 Voir correction —

Pour tout n € N, on note f,, la fonction définie sur [0,1] par f,(z) =z" + 2 —1
1) Montrer que pour tout n € N, il existe un unique réel z,, €]0, 1] tel que f,(z,) = 0.
2) Montrer que la suite (z,,) est strictement croissante.
3) En déduire que (x,) converge vers une limite ¢ < 1.
4) On suppose que £ < 1. Etudier la la limite de (f,(x,)) et conclure.

* *
Exercice 19 Voir correction —

On admet dans cet exercice que 0,69 <In2 < 0,7.
Partie 1
On consideére lapplication g :]0; +00[— R définie par g(z) = 2% + Inz

1) Montrer que g est continue et strictement croissante sur ]0; +o0o[ et déterminer les limites de g en 0 et en +oo

2) Montrer que 1'équation g(z) = 0 admet une unique solution sur ]0;+occ[. On note « 'unique solution de cette
équation.

1
3) Montrer que 5 <a< 1.

Partie 2

3/
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1 1

2

On note I = [%, 1] et on consideére Papplication f : I — R définie par f(z) =2 — -2* — - Inz

4)

5)

4 4

a) Montrer que f est strictement croissante sur [
b) Montrer que § < f (3) < f(1) <1
¢) En déduire que Vz € I, f(x) el
On consideére la suite (u,) définie par up = 1 et pour tout n € N, w11 = f(uy)
a) Calculer u

)

b) Montrer que Vn € N, u,, € I

¢) Montrer que la suite (u,) est décroissante.
)

d) Montrer que la suite (u,) converge et que sa limite est a.

* x

Exercice 20 Voir correction —

Soit f : R — R une fonction continue qui admet une limite finie en 400 et en —oo. Montrer que f est bornée sur R.

Soit f la fonction définie sur R par f(x)

)
2)

*

Exercice 21 Voir correction —

1— CBz
1+ e
Montrer que f réalise une bijection de R sur son image que 1’on précisera.

Déterminer une expression de f~!(x) en fonction de x.

*

Exercice 22 Voir correction —

On consideére les fonctions ch et sh (cosinus et sinus hyperboliques) définies sur R par

Ve e R, ch(z)= % et sh(z)= S
Montrer que Yz € R, ch?(z) —sh?(z) = 1
Etudier la parité de ch et sh
Montrer que Va,b € R, ch(a + b) = ch(a) ch(b) + sh(a)sh(b) et sh(a + b) = ch(a)sh(b) = sh(a) ch(b).
Justifier que ch et sh sont dérivables sur R et montrer que Vo € R, ch’(x) = sh(z) et sh’(x) = ch(z).

Montrer que z — sh(z) est strictement croissante sur R

Etudier les limites de sh(z) en +00 et en —oo et en déduire que sh admet une bijection réciproque.
Déterminer une formule explicite de sh™*(z).
1
Justifier que sh™! est dérivable sur R et montrer que sa dérivée est x > ———.
vaé+1
*
Exercice 23 Voir correction —

Soit P: R —- R,z — ZZ:O axz® une fonction polynome de degré n > 1.
Montrer que P est une fonction paire si et seulement si tous ses coefficients de degrés impairs sont nuls.
Montrer que P est une fonction impaire si et seulement si tous ses coefficients de degrés pairs sont nuls.

* X

Exercice 24 Voir correction —

Soit P un polynéme de degré n > 1.

)
2)

Montrer que si n est impair, alors P admet au moins une racine réelle.

Montrer que si n pair, alors P admet un extremum global.
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* Kk
Exercice 25 Voir correction —
Dans cet exercice, on s’intéresse au probléme suivant : étant donné (ay,as,...,a,) une famille de n réels distincts, et
b1,ba, ..., b, une famille de n réels quelconques, on souhaite déterminer un polynoéme P de degré n—1 tel que Vk € [1,n],

P(ay) = bg (c’est un probléme d’interpolation)).

n

X —
1) Pour tout k € [1,n], on pose Lj = H !
a

J

appelé k-ieme polyndme interpolateur de Lagrange. Montrer
Jj=1
ik

que V(k,4) € [1,n]? on a
1 sii=k
Lr(ai) = { 0 sinon

2) Soit P € R,,_1[X]. Montrer que P =", _, P(ax)Lg.

3) En déduire un polyndéme qui répond au probléme posé.

* *
Exercice 26 Voir correction —
1 T
Moutrer que pour tout « > 0, arctan(z) + arctan [ — | = 5
T
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Correction des exercice

Correction de I’exercice 1 :
Pour que ’équation soit bien définie on cherche des solutions dans ]0; +00[. Pour tout x,y €]0, +o0o[, on a

z+y = 3 :){ y = 3—u
In(z) + In(y) 0 In(z) +Im(3—2z) = 0

= y = 3~
3z —22=1

-3—-+v5 3 5 3—+bh
Les solutions de I'équation —22+3x—1 = 0 sont x; = Q\f = +2\[ et x9 = Q\f. Ces deux solutions appartiennent
a ]0; +00[. Finalement,
y = 3—=x
r+y = 3
3—v5 3 5
{ In(z)+In(y) = 0 — x € { 2\f ; +2\f}

Remarquons que 3 —

3-Vh _6-3+V6 _34v5 o 34V _6-3-v5 _3-16
2 Ty STy T Ty T T
3-5 3+\/5>et(xy):<3+\/5 3—\/5>

Ainsi, les solutions de 1’équation sont (z,y) = ( 5 , 5 5 5

Correction de 1’exercice 2 :

1) La fonction f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables sur R, et pour tout z € R on a

flx)=e"(1—x)

Pour tout x € R, e™® > 0, on en déduit le tableau de signes suivant :

2) En 400, on a lim f(z) =0 par croissances comparées.
Tr——400

3) L’équation de la tangente & la courbe au point d’abscisse a est T, : y = f'(a)(z — a) + f(a).
Ona f'(0)=1, f'(1) =0, f(0) =0et f(1)=e".
On en déduit que ’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse 0 est y = = et I’équation de la tangente

a la courbe de f au point d’abscisse 1 est y = e~ 1.

4) On a
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N

0.2

Correction de 1’exercice 3 :

)
1) Pour tout x € R, f(x) est défini si et seulement si 2z + 5 # 0, si et seulement si z # ——.

2
. _ 2y 5 5
Ainsi, Dy =R\ { 5} =] — oo, 2[U] 2,+oo[.
2) Pour tout x € R,
f(z) est défini <= w >0
x4+ 7
—1)(z—2
(-DE-2)
T+ 7
2
- 2
On résout % > 0 sur R et on obtient
T+ 7
T —00 -7 1 2 400
2% —3z+2 + + 0 — 0 +
r+7 - 0 + + +
2 _
T 3x + 2 B I 0 B 0 n
z+7

S =] = 7,1[U]2, +00[.
| Ainsi, Dy =] = 7, 1[U]2, +oc] |
3) Pour tout z € R on a 22 > 0 donc 22 +1 > 1 > 0. Ainsi, V22 + 1 est défini pour tout z € R et de plus Va2 +1 >0

pour tout = € R.
‘Ainsi, f est définie sur R, Dy = R. ‘

4) La fonction tangente est définie sur R \ {g +kr| keZ}.

Ainsi, pour tout z € R, on a

F(z) est défini <= exp(z?) # g tEkr kel

22 #In <g + lm) , keN car In(z) n’est défini que pour z > 0

@x#—ln(%—i—kﬂr) ot x#ln(%—l—kﬂ'), VkeN

Finalement, Dy =R\ {—1In (g + Imr) ,In (g + kﬂ') | k e N}
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Correction de 1’exercice 4 :

1) f1 est définie sur R car x + 2 et e~* sont définies pour tout z € R.
Ona lim (x4 2)e * = —oo par produit.
Tr—r— 00

lim xe™®

xr——+00

De plus, f est dérivable sur R comme produit de fonctions dérivables et pour tout z € R,

= 0 par croissance comparée donc lim f;(z) = 0.
Tr—r+00

fllz)=e"—(z+2)e™"
=e "(—x—3)

Pour tout € R, =% > 0 donc f(z) est du méme signe que —z — 1. On en déduit le tableau suivant :

T —00 -1 +00
e—w(gm— + 0 -
e
/ . / \ .

La courbe représentative de f; admet une asymptote horizontale d’équation y = 0.

2)  — In(z + 1) est défini si et seulement si 2z > —1, donc f5 est définie sur | — 1, +o0.
— En —1,ona lim In(x+1)= lim In(X) = —o0, et lim 2? =1, donc par somme de limites lim f(z) = —oo.
r——1 X—=0 rz——1 r——1
| 1
En +o00, on a fa(z) = —2? (1 - n(x;))
x
1 1 1 1
Or, pour z >0, ona 0 < n(a;:— ) < (n:v(it)g car Vz € [0, +o00, 2% < (z 4+ 1)%
In X 1 1
Par croissance comparée, on a lim =22 0 donc lim M = 0. Par comparaison, on en conclut que
z—t+oo X2 z—too (T + 1)2
1 1
i 2EED
r——+00 €T
Ainsi, par opérations, on a liIJIrl f(z) = —o0.
T—r+00

— fa est dérivable comme somme de fonctions dérivables, et pour tout « €] — 1, +00 on a

f,(x):mil — 2

1—-2z(z+1)
rz+1

—222 —2x +1
r+1

Etude du signe de =222 — 2z +1: A=4+8=12

S 2-V12  V3-1 24412 —V3-1
Ty T T2 YT T T T
On en déduit le tableau de variations suivant :

T t xo

x 1 V31 +00
2
—222 -2z +1 + 0 —
z+1 + +
fa(x1)
—00 —00
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3) — Ve?—1—x est défini si e —1 —z > 0.
Or pour tout € R, e* > 1+ z (on le prouve en étudiant les variations de la fonction ¢ :  — e* —x — 1 ). Ainsi,
f3 est définie pour tout = € R.

— En 400, on a f3(z) = /e* (1 —e @ —ze?)

Par croissance comparée, lim xze™® = 0. Par opérations sur les limites, on a donc lim e* (1 —e @ —xe *) =
T—>+00 r—+00

+00

Par composition, comme lim +X = +o0,ona lim f3(z) =400
X —400 T—r+00

En —oco, on a lim (e* —1 — x) = 400 par opérations, donc par composition lim f5(z) = +o0.
r—r—00 r—r—00

— f est dérivable pour tout z tel que e” —1 — x # 0, c’est & dire x # 0 (voir étude de la fonction g :  — e* —z — 1)
et on a

f(z) = It
2v/e* —1—«x
On en déduit le tableau suivant
x —00 0 —+00
e’ —1 - 0 +

2V —1—z + 0 -

f'(@) - +
+00 +00
0
4) — VreR, —1<sinz <1doncl<2+sinz <= 3. f; est donc définie sur R.
, e T P m [ In(3) sin est pair
— fa(x) n’a pas de limite aux bornes de 'ensemble de définition. En effet, Vn € Z, f4( 5 +nm) = { 0 i n est impair
— f est dérivable sur R comme compoée de fonction dérivables, et pour tout € R on a :
;N COST
=)= 2+ sinx

Or 2+ sinz > 1 > 0 pour tout z € R, donc f'(z) est du méme signe que cos .

Ainsi, f/(x) >0six € [—g + 2km ; g + 2kw] avec k € Z, et f'(x) < 0 sinon.

On en déduit que f est croissante sur tout intervalle de la forme x € [—g + 2km g + 2km] et décroissante sur

3
tout intervalle de la forme [g + 2k7 ; g + 2kn] avec k € Z.
5) — Pour tout # € R, 0 < cos?(x) < 1. Ainsi f5(z) est définie si et seulement si cos(x) # 0.

Sur R, onacosz:0<:>z:g+k7r, keZ.

Aini, f5 est définie sur R\ {g +krn, ke Z}.
— Tout réel de la forme g + k7 est une borne de ’ensemble de définition de f5.

Soit k € Z,ona lim cos?(z) =0 et lim In(X) = —oo, donc par composition lim  f5(x) = —oo.

z— Z+kn X—0 z— 5 +km

— f5 est 2m-périodique. On étudie ses variations sur U'intervalle [—m, 7].
De plus, f5 est paire donc on étudie ses variations sur [0, 7] \ {7/2}.

f5 est dérivable sur [0, g[ et sur ]g, 7| et on a

—2sinxcosx

f'(z) =

cos?(x)
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—sin(2z)
cos?(x)

Sur [0,27], sin X > 0 <= X € [0, 7], donc sur [0, 7], sin(2z) > 0 <= 2z € [0, 7] < x € [0, g]

On en déduit le tableau de variation suivant

x 0 T
2 ™
—sin(2x) - 0 +
cos?(z) + 0 +
‘(x) — +
0 0
o) | T _—
—00 | —oo
On en déduit par parité de f5 le tableau de variation sur [—m, 7]
_T T
x - 5 0 5 s
0 0 0
—00 | —oo —00 | —oo

Et les variations de f5; sur son ensemble de définition peuvent étre déduite par 27-périodicité de f.
6) — fe(x) est défini si et seulement si tanz > 0

T
Dans [0, 7] on a tanx > 0 < z € [0, 5] Comme tan est m-périodique, on a dans R :

tanx20<:>x€[0+k‘7r,g+k7r]k€Z

= aze | Jkr; g+k7r[
kEZ

Ainsi fe est définie sur (J, [k ; g + k.

— Pour tout k € Z, km et g + k7 sont des bornes de ’ensemble de définition de fg.

Soit k € Z, lim tanz =0 et comme lim vX =0ona lim fs(z) = 0.
X—0 rz—km

z—km

De plus, lim tanz = +o0,et lim +X = +oo donc par composition de limites lim  fg(x) = +o0.
z— 5 +km X —+400 z— G5 +km
<G +km

— Pour que fs soit dérivable, il faut en plus que tanz # 0. Ainsi, fs est dérivable sur (J, o, |k7 ; g + kn[ et pour

tout x dans cet ensemble on a

tan’(x)
2y/tanx

1+ tan?(z)

2v/tanx

Pour tout z dans I'ensemble de dérivabilité, tan®(z) > 0 donc 1 + tan?(z) > 1 > 0 et 2y/tanz > 0.
Ainsi, fg est strictement croissante sur tout intervalle ou elle est définie.

fiz) =

Sur [0, 7], on a donc le tableau de variation suivant :
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Et comme fg est m-périodique ce tableau donne également les variations de f sur tout son ensemble de définition.

Correction de 1’exercice 5 :
e’ (1+2rxe™ 1+4+2re™™

1) — Limite en +o00 : T) = =
) i fi(=) e?(1 —ze™®) l—ze®
par croissances comparées lim xe”* donc par opérations lim fi(z) =1
Tr—r+o0 Tr—r—+00
(% 42 <
— Limite en —co : fi(z) = (e% ) == donc par opérations, lim fi(x) = —2.
x(? -1) = -1 T——00
La courbe représentative de f; admet donc deux asymptotes horizontales d’équation y =1 et y = —2.
2 Inz 2 Inz
z*(1 4 =EL) T 1422
2) — Limite en 400 : r)=——F—""=L = — L,
) f2(@) lnz(ﬁfl) Inx ﬁfl
Par opérations on en déduit que lim = —oc.
Tr—r+00

— f n’est pas définie sur | — 00, 0].
Ainsi la courbe représentative de f3 n’admet aucune asymptote horizontale.

3) — En+4ooeten —oo:
@) 2 (1+ 1+ %)
r)= ———2L L~
’ z(3-3)
1+14+ %
=z x —+—%
13
donc liIJIrl fa(x) = —o0 et lim = +oo. f3 n’a pa d’asymptote horizontale.
T—+00 T—r—00
1 13
— Le dénominateur de f3(z) s’annule en = . De plus, lim (22 + 2 + 1) = —, donc lim f3(z) = —oco et
3 z—3 9 z—3
m>%
11131% fs(z) = +00
w<%

1
La courbe représentative de f3 admet donc une asymptote vertiale d’équation x = 3

4) — En +oo:
f ( ) eQa: (12 6729: +xef2m +1)
€Tr) =
* e® (z2e * —1)
. TPe T 4xeT 4]
=e" x
z2e % —1
Or pour tout n € N, lim z™e™* = 0 donc par opération lim f4(z) = —o0.
r—+00 T—+00
— En —o0:
2 1 2o
2 (1+ 1+ <)
fa(z) = 5 =
22 (1- %)

2x

_1+de

T e

x2
Or lim e® = lim e%* =0, donc par opérations sur les limites, lim f(z)=1
Tr—r— 00 Tr—r—00 r—r—00

La courbe représentative de f; admet une asymptote horizontale d’équation y = 1
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5) hm fs(x) = 0 par croissance comparée, donc la courbe représentative de f5 admet une asymptote horizontale
I—) o0

d’équation y = 0.

f5 n’est pas définie sur | — oo, 0].
6) fe est définie sur [0, +oo].

Yz € [0, 400[, vVer = e®/2. Ainsi

eac/2 (e—x/Z +1)
fo(z) = m

_g/avE O
e~V 41

0 i —1’/2 +1
érati =1.
I par opérations lim ——- p—
1 1 1
De plus, g —Vr==z (2 — f) =x (2 — \/E> donc wginoo —~ — 4/ = +oo par produit.

On en conclut que lim fg(z) = +o0.
r——+0o0
La courbe représentative de fg n’admet aucune asymptote horizontale.
Correction de ’exercice 6 :

1) Soit z > 0, on a

WVz+b—vVz+a) (Ve +b+vVz+a)=Vz+b)?*—-(Vr+a)?
=z+b—(z+a)
=b—-a

b—a
d’ou l'égalité vxr +b—+/x +a =
& vVr+a+vr+b

2) Lorsque z tend vers +o0o0,on a lim /z+a= lim +x+ b= 400, donc par quotient lim f(x)=
r—+00 r—+00 r— 400

Correction de 1’exercice 7 :
xn
1)
tend vers le nombre dérivé de x — 2™ en 1.
n

est le taux d’accroissement de la fonction x +— =" entre 1 et x. Lorsque x tend vers 1, ce taux d’accroissement

Or (z") =nz""!, donc lim =nx 1"t =n.

r—1 xr —
- , . ., n & z" -1
Sans utiliser le taux d’accroissement, on peut aussi écrire 2" — 1 = (z — 1) Zk ox” donc Vx # 1, -1 =
n—1
Sors Ox - ko l=mn.
2) O pout o> 1, Lok L Tl G im f(a) = tient de limit
n a pour tout ¢ > 1, ———= = ——— x ——— donc lim f(z) = — par quotient de limites.

Correction de l’exercice 8 : f est dérivable sur [0,1] comme quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne
s’annule pas.
Pour tout x € [0, 1],

—8e 8(1 — )+ e 8

f (.17) = (1 7 1,)2
B e %8z —7)
 (1-2)?

Pour tout € [0,1[, on a e > 0 et (1 —z)? > 0.
f'(z) est donc du méme signe que 8z — 7 :
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7
T — 1
0 8
r — 7 — 0 4
1 +00
(@) T
8e™

De plus, f(0) =1 et lim(1 —2) =0T, donc lim f(z) = +o0
= &
Courbe représentative de f :

Correction de 1’exercice 9 :

1) f est continue sur 0, +oo[ comme composée de fonctions continues, et continue sur | — 0o, 0] comme fonction constante.

Montrons que f est continue en O :
A gauche on a lir% =0 car f(x) est constante pour z < 0.
T—r

<0
N . . 1 . X sps : —1/2?
A droite on a lim [ —— )] = —oo et comme lim e* = 0 on a par composition lim e =0.
m;>8 2 X——o0 x—0
x

Ainsin f est bien continue en 0.
2) lim f(x) =0 donc la courbe représentative de f admet une asymptote horizontale d’équation y = 0.
r—r—00

1
lim <2) = 0 donc par composition lim f(z)=1.
xX T—+00

r—+00
Ainsi la courbe représentative de f admet également une asymptote horizontale d’équation y = 1.
f est continue sur R donc elle n’admet aucune asymptote verticale.

Correction de 1’exercice 10 :

1
1) sin est définie sur R et — est définie sur R* donc f est définie sur R*.
x
(1 A
2) Pour tout  #0, =1 <sin | — | <1 donc —|z| < zsin | — | < |z]
x x
Or lin%) |z| = 0 donc par encadrement lin}) f(x) = 0. Ainsi on peut prolonger f en une fonction f définie par
T T—

f: R — R

(1 .
e xsin (m) siz#0
0 siz=0

©N0S
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Correction de I’exercice 11 :

2+ |x — 1] est continue sur [0; 1] et sur ]1; +o0o] et strictement positive sur ces intervalles. Ainsi,  — In(Jz — 1|) est continue

sur [0; 1] et sur ]1; 00|, donc f a aussi par produit et somme de fonctions continues.

Pour z > 1, on pose u = & — 1 et on obtient par composition de limites il_}ml(ac —Dln(lz = 1)) = alcl_>ml(x —Dn(z—-1) =
z>1 z>1

lirr%) uln(u) = 0 par croissance comparée. De méme, si £ < 1 on pose u = 1 — x et on obtient par composition de limites
u—r

u>0
;1_>ml(x —Dn(lz —1]) = i1_>1r11(x —1)In(l—2) = }ng%(_u) In(u) = 0 par croissance comparée.
<1 <1 u>0 =R
On trouve donc lim1 f(z) = lim1 f(z) =0, donc on peut prolonger f par continuité en une fonction f définie par
>1 2<1
fR—R
w’_>{(x—1)ln(|x—l|) 81x7é 1
Osiz=1

Correction de 1’exercice 12 :

1
1) f est dérivable sur |0, +oo] comme somme de fonctions dérivables, et pour tout x €]0, +oo|, f'(z) =1+ = > 0 donc f
x
est strictement croissante sur ]0, +oo].
Lorsque « tend vers 0, on a lim f(x) = —oo par somme. Lorsque z tend vers +o00, on a lim f(z) = +o0.
x—0 r—r—+00
On a0 €] — 00, +00] et f est continue comme somme de fonctions continues, et strictement croissante sur ]0, +ool, donc
d’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel a €]0, +o0] tel que f(a) = 0.
2) Ona f(l)=1et lin})f(:c) = —o00, donc 0 < a < 1.
r—r
Correction de I’exercice 13 :
1) a) lim ze® =+oo par produit, donc lim f(z) = +oo par somme.
r—+00 r—+00
f est dérivable comme produit et somme de fonctions dérivables, et pour tout z € [0, +o0o[ on f/'(z) = e” +xe” =
e*(1+ ).
Pour tout z >0, 14+x > 1> 0et e* > 0 donc f/'(x) > 0, f est strictement croissante sur [0, o0
b) f(0) =0xe’—1 = —1¢et liril f(z) = +00. On a 0 €] — 1,400[, f est continue car dérivable sur [0,4o0[ et
Tr——+00
strictement croissante sur cet intervalle. D’apres le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, il existe donc
un unique a €]0, +o00[ tel que f(a) = 0.
¢) f est strictement croissante sur [0, 4+o00[ et f(a) =0, ainsi f(z) <0siz < aet f(xr) >0siz > a.
. T : e _q1_ o _
2) a) $Erfoo(x 1) =400 et wgrfooe 1 = 400 donc par produit $Erfoog(x) +o0.
g est dérivable sur [0, +o0o[ comme produit de fonction dérivables, et pour tout = € [0, +oo[ on a

g(@)=e"—1+(x—1)e"

=xe” —1
= f(z)
ainsi, d’apres la question 1.c, on a le tableau de variations suivant :
T 0 « +00
g'(x) - 0 +
0 +00
(@ —1)(e*—-1)

b) On a g(a) = (a — 1)(e* —1).

1
Or f(a) =0 donc ae® =1 donc e* = e Alinsi,

so)= (-1 (5 1)

=(a—1)x
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(0 —1)2

Correction de ’exercice 14 : On pose g(x) = f(x) — z. Puisque f(z) est & valeur dans [0,1], on a 0 < f(x) < 1 pour
tout = € [0,1] donc g(0) = f(0) > 0et g(1) = f(1) —1 <0.
Ainsi, 0 € [g(1), g(0)] et g est continue sur [0, 1] comme somme de fonctions continues donc d’apres le théoréme des valeurs
intermédiaires il existe réel « € [0, 1] tel que g(a) = 0, donc tel que f(a) = a.
Correction de I’exercice 15 :
1) Pour tout z € R, 1+ 22 > 1 > 0 donc 1+ 2 ne s’annule pas sur R. Ainsi f est dérivable comme quotient de fonctions
dérivables, et pour tout x € R,

—2ze " (1+2%) —2ze ™
(14 22)?

fiz) =

—2ze " (2 + 2?)
(14 22)?

or pour tout x € R, e’ > 0,2+22>2>0et (1+2%)?% >0, donc f'(x) est du méme signe que —2x.
a? lim f(z)=0

De plus, lim e~
r—+00 r—+00

. . 2 . .
= 0 par composition et lim e~ = 0 par composition. Par quotient, on a donc
r—r—00

et lim f(x)=0. On en déduit le tableau de variation suivant :
T——00

x —00 0 “+00
' (z) + 0 —
o | T 0

f est dérivable sur R donc elle est continue, ainsi d’apres le tableau de variation précédent et d’aprés le théoréme des
valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 3 admet une unique solution dans l'intervalle | — 0o, 0] et une unique solution

dans 'intervalle |0, 400[. On note x; et xo ces deux solutions

e—(—x)z e—:c2

- 1+ (—x)? T 1+a2

1
2) 1 est telle que f(zq1) = 3 Or, pour tout z € R, f(—x) = f(z) (f est paire), donc f(—z1) =

1 1
f(z1) = =. Puisque 'équation f(x) = B n’a que deux solutions, alors —x; est I’autre solution donc —x; = x».

Onaf(l):e?<§carfl<0donce’1<1.

1
Ainsi, d’apres le tableau de variation de f, les solutions de f(x) = 5 sont dans l'intervalle [—1, 1]

—+00

Correction de I’exercice 16 : On pose fi(r) = 2* — 2% — k, et on s’intéresse aux solutions de I’équation fi(x) = 0.

fx est dérivable en tant que fonction polynoéme de degré 4 et pour tout € R, fi(z) = 423 — 322 = 2*(4z — 3)
Pour tout x € R, 22 > 0 donc f'(x) est du méme signe que 4x — 3.
Ona lim f(z)= lim f(z)= +oo. De plus, f(0) = —k et

r——00 r—+00

3
(3

On en déduit le tableau suivant

)

34

Tl

33

43

k=

31— 4x33

44
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z —0 0 Z 400
() - 0 - 0 +
1 +oo
\
f() he—
44

f est continue sur R car c’est une fonction polynémiale, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires et le tableau de
variations ci-dessus, on en déduit qu’il y a plusieurs cas selon la valeur de k :

33 3

— Sik< e alors e k > 0 donc le minimum de f est strictement positif, f(x) =0 n’a pas de solution.
33 3

— Sik= L alors f(z) s’annule lorsque = = 1

3
— Si < k <0, alors f(xz) = 0 admet une solution dans |0, Z[ et une solution dans ]% +ool.

3
— Si k =0, alors 0 est 'unique solution de f(z) =0 dans | — oo, Z[’ et f(z) = 0 admet une autre solution dans }Z, +oo.

— Si k>0, alors f(z) = 0 admet une solution dans | — oo, 0[ et une solution dans E, +ool.

Correction de ’exercice 17 : Posons f(z) = cosx — e*IQ, et montrons que f(z) s’annule une infinité de fois.

Pour tout k € Z, cos(kr) = (—=1)%, donc f(kr) = (—1)F — e=**7".

Or, —k%7% < 0 donc 0 < ek < pour tout k € Z.

Ainsi, si k est pair, f(kn) =1—e ¥ >0 et si k est impair, f(kr) = —1—e ¥ <0.

Comme f est continue sur R (en tant que différence de fonctions continues), on peut appliquer le théoréme des valeur
intermédiaires & tout intervalle de la forme [2k, (2k + 1)7] et on obtient que pour tout k € Z, f(z) s’annule dans Uintervalle
[2km, (2k + 1)7], autrement dit 'équation f(z) = 0 admet une infinité de solutions.

Correction de I’exercice 18 :

2

1) f, est dérivable sur [0, 1] en tant que fonction polyndmiale, et pour tout = € R, f/ (z) = na" ! + 1.
Ainsi, pour tout z € [0,1], f;(x) > 1> 0 donc f est strictement croissante sur [0, 1]. De plus, f(0) = —1 et f(1) =1,
donc d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires il existe un unique réel z,, €]0, 1] tel que f,(z,) = 0.

2) Montrons que pour tout n € N, x,11 > Zp.
Soit n € N, on sait que f,(z,) = 0 donc que 2" +x, —1=0. On a f,11(z,) = 2" + 2, — 1.
Or, 0 < z, < 1 donc 27! < 2. On en déduit que f,,+1(z,) < 27+, —1 = 0. Ainsi, on en déduit d’apres le théoréme
des valeurs intermédiaires que I'unique solution & ’équation f,+1(xz) = 0 se situe dans lintervalle |z,,, 1[, autrement dit
Tpi1 €]Tn, 1] donc x, < Tpiq.
Ceci étant vrai pour tout n € N, on en déduit que (z,,) est strictement croissante.

3) Pour tout n € N, z,, €]0, 1], donc (z,,) est majorée par 1. Elle est croissante d’apres la question précédente, donc elle
converge vers un réel £ tel que ¢ < 1.

4) Supposons que £ < 1.
Pour tout n € N, f,,(z,) = 0 par définition. D’autre part, f,(z,) = 2l + z,, — 1.
Comme (x,,) est strictement croissante et x,, converge vers ¢, on a Vn € N z,, < ¢ < 1.
Ainsi, pour tout n € N, f,(z,) <"+ —1.

Comme ¢ < 1, lirf " =0, donc par passage a la limite on obtient ¢ — 1 = 0, contradiction. on en conclut que ¢ = 1.
n—-+0oo

Correction de 1’exercice 19 : Partie 1

1) z+ 22 et 2 +— Inx sont des fonctions dérivables sur ]0; +oo[ donc g est dérivable (donc continue) sur cet intervalle et

1 22241
YV €]0; 40|, g’(x):21+5: v

. Or, Vo >0, 22 > 0 donc 222 +1 > 0 et z > 0 donc ¢/(z) > 0, on en conclut

x
que g est strictement croissante sur |0; +o0].

2) On a lim 22 =0 et lim Inz = —oco donc lim g(x) = —o00, et lim 22 = +oo et lim Inz = 4+oo donc lim g(z) =
z—0 z—0 z—0 T—+00 T—+00 T—+00
+00.
On a montré a la question précédente que g est continue et strictement croissante sur |0; +oo[et 0 €] lim g(x); lir_{l g(x)]
T——00 T——+0o0

donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires il existe un unique réel « €]0; +o0[ tel que g(a) = 0.

1 1 1 1 1
3) Onag (2> =5 +1In (2> =1 In(2). Or In(2) > 0,69 d’apres I’énoncé donc g <2> <0,25-0,69 < —0,44 < 0.
De plus, g(1) =12 +In(1) = 1.

Comme 0 €]g(1/2); g(1)[ on en déduit que a €]%; 1] d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires.
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Partie 2
1
4) a) z—x— sz est un polynéme de degré 2 donc dérivable sur I
1
@ =7 In x est dérivable sur I car I C]0;+oo|
Ainsi, f est dérivable sur I comme somme de fonctions dérivables. De plus, pour tout € I on a
1 1
! — 1 _ - o
f'(z) 5% 1z
Az — 222 — 1
N 4x
1
Pour tout z € I, = > 3 0 donc f’(z) est du méme signe que —2x2 + 4x — 1. Le discriminant de ce polynome est
—4—+8 2 2 —4 8 2—+/2
A =42 —4x(-2)x (—1) =8> 0 donc il a deux racines : x; = 4\/ = +2f et g = +4\[ = 2\[.
2—14/2 1
Or,ﬂ>1don02—\/§<1etainsi 2\[<§.
. 2+v2 _ 3 . . . )
De méme, 2 + /2 > 3 donc > > 5 > 1. Ainsi l'intervalle I est inclus entre les racines de —2z* + 4x — 1,
ce polynome est donc de signe constant sur cet intervalle et ne s’annule pas dans I car x1 ¢ I et 2o ¢ I, et donc
Vo € I, f'(x) > 0. On en conclut que f est strictement croissante sur 1.
1 11 1 1 1 1 1 7 1
b —l=-—--x=—--In{=-)=--— 71 — + = In(2
) f(2> 2 1722 4II<2) 3 16 T =g @
1 1 7 1 7T 1 7+4x0,69
Or, 0,69 < In(2) donc ZXO’69< Zln( ) et ainsi 1—6+ x 0, 69<f( > On a 1—6+7 x 0,69 = —’_1767 =
9,76 1 1 1
- = d = —.
16 >3 0ncf(2>>2
. . 1 5 1 3
f(1) est plus simple & calculer : f(1) =1— 1% 1% — Zln(l) =7 done f(1) <1
1
On a de plus f(1) > f <2> car f est strictement croissante sur [%, 1].
1
Finalement, on a bien 3 < f ( > f(1) < 1.
1 1
¢) Pour tout z € I, on a 5 <z < 1donc f 5 < 1 car f est croissante sur I, et donc
1 1
s<fl5)</fl@)<f1)<1
2 2
Ainsi, f(x) € [§;1]. On a bien Vz € I, f(z) € I.
3
5 a) w = flu) = f(1) = 5.

b) up =1 donc ug € I et d’aprés la question 4.c) si u, € I pour un certain entier n, alors f(u,) € I donc u,41 € I.
Ainsi la propriété « u, € I » est vraie pour n = 0 et est héréditaire, donc par principe de récurrence elle est vraie
pour tout n € N.

¢) Montrons par récurrence la propriété P(n) :4 tn11 < Up »

3

— Initialisation : u; = 1 et ug = 1 donc uq < ug.

— Hérédité : Supposons que u,41 < U, pour un certain entier n.
Puisque up4+1 € I, u,, € I et que f est strictement croissante sur I, on a f(un41) < f(uyn) d00 Upyo < Upiq.
La propriété est donc vraie au rang n + 1.

— Conclusion : Par principe de récurrence on en conclut que pour tout n € N on a up41 < uy,, donc que la
suite (uy) est décroissante.

1
d) La suite (u,) est décroissante d’apres la question précédente, et pour tout n € N, u,, € I donc u,, > 5 (up) est

décroissante et minorée donc elle converge vers un réel £.

On a hm Un4+1 = £ par unicité de la limite, et lim f(u,) = f(¢) car f est continue sur I.
n—+ n—+oo

1 1
Ainsi, par passage & la limite dans 1'égalité u,+1 = f(un), on a £ = f(¢) donc £ = £ — 162 ~1 In(¢). On en déduit

que £2 +In(¢) = 0 donc que £ est solution de équation g(x) = 0. Cette équation admet pour unique solution «
d’apres la premiere partie, donc £ = a.
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Correction de I’exercice 20 : Soit ¢ = 11141_1 fl@)et £ = lim f(x).
—+00 T——00

Posons € = 1. 1l existe A < B deux réels tels que Vo > B, f(z) €[+ 1, £ —1[ et Vo < A, f(x) €]¢’ — 1, ¢’ + 1[. De plus,
f est continue sur [A, B] donc d’aprés le théoréme des bornes atteintes f est bornée sur [A4, B]. Soit (mg, My) € R? tels que

Vx € [A, B], mo < f(z) < M.

Posons maintenant m = min(¢ — 1, ¢’ — 1,mg) et M = max(¢+1,¢ + 1, My). Alors, pour tout réel z, soit = €] — 0o, A[ auquel
casm <l —1< f(z) <l +1<M,soit z €|B,+oo[ auquel cas m < £ —1 < f(z) <L+ 1< M, soit = € [A, B] auquel cas

m <mp < f(z) < My < M. Dans tous les cas on a m < f(x) < M, ainsi f est bornée par m et M sur R.

Correction de 1’exercice 21 :
) fR)={yeR|IzecRy=f(x)} ={f(z) | z €R}.

Commencgons par étudier les variations et les limites de f :
e3x (6—31' _1)

Par opérations lim f(z) =1et f(z)=
T——00

T g3z (e=3% 41)

1 )
T donc xll}r_iI_loc flz)=-1

De plus, f est dérivable sur R comme quotient de fonctions dérivables, et

_ _36390(1 + e3x) _ 3(1 _ eSx) eSx

Ve eR, f(z)=
f ( ) (1 + eBm)Q
= (1 + e32)2

donc pour tout x € R, f'(z) < 0. On en déduit que f est strictement décroissante.
Finalement, f est continue comme quotient de fonctions continues et strictement décroissante, lim f(x) = 1 et

11111 (z) = —1, donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires tout réel y €] — 1, 1] admet un unique antécédent
Tr—r+00
par f. On en conclut que f(R) =] —1,1].

2) f:R — f(R) est continue et strictement décroissante sur R. D’aprés le théoréme de la bijection réciproque, f réalise

une bijection de R vers f(R).
3) Soitz e Rety€]—1,1[,on a

1_633:
= P = —_—
y = f(z) Y= e
= (1+e)y=1-e"
= (y+1)=1—y
l—y

3x
<< e = —
1

+y

1_
<—3r=1In it 4

1+y

1 1—y
—z=-In| —=
v 3n(1+y)

car y # —1

carl—y>0etl+y>0

3

1 1-—
donc la bijection réciproque de f est définie pour tout z €] — 1,1[ par f~!(z) = = In < x)

Correction de 1’exercice 22 :

1) f est dérivable comme somme de fonctions dérivables.

VzeR, f'(z)=

1+2x

e +e "
2

OrVz e R,e® > 0et e® > 0 donc f/'(z) > 0. Ainsi, f est strictement croissante sur R.

2) Par somme de limites, lim sh(z) = +oc et lim sh(z)= —oc.
T—400 T——00

Comme sh est continue et strictement croissante, on en déduit d’apres le théoreme de la bijection réciproque que sh

réalise une bijection de R vers R.
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3) Soit y € R et x € R. Alors

y=sh(z) —=y=—7—
—2y=e"—e "
= 2ye” = e* —1 car e £ 0
— (e")? —2ye® -1 =0

On pose X = e” et on résout X2 —2yX —1 = 0. On trouve A = 4y? +4 > 0 donc il y a deux valeurs de X qui annulent
X2 —2yX —1:

\/4 2 V4
X = HEVIEL T e xy = MRV

L’équation e® = y — 1/y2 + 1 d’inconnue x n’a pas de solution cary — \/y2 + 1 < 0.
L’équation e* = y + 1/y2 + 1 d’inconnue = admet pour solution z = In(y + /y2 + 1) (on a Yy € R,y> +1 > y? donc
VY2 + 1> |y| donc y + /y2 + 1 > 0).

Finalement, I’équation sha = y admet pour unique solution z = In(y + 1/y? + 1), donc la bijection réciproque de sh

est sh™' 2 In(z 4+ Va2 + 1)

4) Notons f(z) = In(z + Va2 +1). x — 2% + 1 est dérivable et & valeurs strictement positives sur R donc z + Va2 + 1
est dérivable sur R. z — x4+ v/22 + 1 est donc dérivable sur R et & valeurs strictement positive comme vu & la question
précédente. Ainsi, f est dérivable comme composée de fonctions dérivables, et :

L+ 2\/12+
T+ V2 +
B Vet +142
Va2 + 1(x + Va2 + 1)
1
2+ 1

VreR, f'(z)=

Correction de l’exercice 23 : Les sens réciproques sont les plus faciles. Supposons que k impair = ag = 0, alors

vz € R, P(z) = Y1 agra?t done P(—z) = M ag(—2)2k = 12 a2 = P(a).

De méme, si k pair = a;, = 0, alors Vo € R, P(z) = L / Vagpp 1225+t done P(z) = L / Vagpar (—z)2e+t = — ZL_/OJ Aok+1—
22+ = _P(z).

Passons aux sens réciproques :
Supposons que P est une fonction paire, c’est a dire que Vo € R, P(—x)

done Y p_, ar(zF — (—2)*) = 0.
Or pour tout k € [0,n], 2% — (—z)F =

= P(z). Alors Vo € R, Y} ap(—2)F = 301, apa”
0 si k est pair

21k si k est impair

On en déduit que Vz € R, Z,E"/OJ agk4+12%+t1 = 0. Or un polyndme est nul si et seulement si tous ses coefficients sont nuls,

donc Vk € [0, |n/2]], azk+1 = 0, tous les coefficients de degré impairs de P sont donc nuls.

On procede de fagon totalement analogue dans le cas ou P est une fonction impaire.

Correction de ’exercice 24 :

1) Notons a,, le coefficient dominant de P. En +o0o0 et en —oo on a P(z) ~ apz™. Sia, >0onadonc lim P(z)=

r—+o0 z— 400
lim ap,z™ =+occet lim P(z)= lim a,z" = —oc0.
T—r+00 T—r—00 T—r—00
Or, P est une fonction polyndémiale donc est continue sur R, et 0 €] lim P(x); liril P(z)[ donc d’apres le théoréme
T——00 r——+00
des valeurs intermédiaires il existe un réel zg € R tel que P(zg) = 0.
De méme, si a, <0,ona lim P(x)=-+ocoet lim P(xr)= —oo et on conclut de la méme maniere.
T——00 T——+00
Dans tous les cas, P admet au moins une racine réelle.
2) Supposons que a, > 0, on a alors lim P(z) = hm P(z) = +o0.
Tr—r—00 Tr— 400
Soit @ € R quelconque. Puisque lim P(z) = lim P(z) = +o0, il existe un réel o et un réel z; tel que Vo < o,
r——00 T—+00

P(z) > P(a) et Yo > x1, P(x) > P(a).
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A cause des inégalités strictes, on a nécessairement zo < a < z;. Puisque P est continue sur R donc sur [0, z1], P
atteint son minimum sur [zg, z1]. Il existe ¢ € [xg, z1] tel que Yz € [xg, 1], P(c) < P(z) et en particulier P(c) < P(a).
Ainsi pour tout réel x, trois cas sont possibles :

— Si @ < @, alors P(z) > P(a) > P(c).
— Si z € [zg, 1] alors P(z) > P(c)
— Siz > 1, alors P(z) > P(a) > P(c).

dans tous les cas on a P(xz) > P(c) donc P(c) est le minimum de P sur R et il est atteint en c.

1
Correction de I’exercice 26 : On pose f(z) = arctan(z) + arctan ()
x

On a f(1) = arctan(1) + arctan(1) = Z + % = g
Montrons que f est constante : f est dérivable sur ]0; +00[ comme quotient de fonctions dérivables, et pour tout x €]0; 4o00],

P N A U 1 1
r)=—-> - = - =
14 2 z2 1 1422 1422

1+

donc f est constante sur |0, +oo[. Finalement, pour tout = > 0, f(z) = 5
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